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Tanner图中基于矩阵运算的短环分布高效计算方法 

朱庆 1，吴乐南 2，杨永标 1，李捷 1，徐石明 1
 

（1. 国电南瑞科技股份有限公司，江苏 南京 211106；2. 东南大学信息科学与工程学院，江苏 南京 210096） 

摘  要：Tanner图中的环分布影响着低密度校验码（LDPC, low-density parity-check code）译码算法的误码率性能，

为快速计算出 Tanner图中短环的数目，提出一种逐边递推基于矩阵运算的算法。首先定义 5种基本图结构，算法

在实施过程中可实现结构间的递推。与之前的研究工作相比，该算法对于同一环长提供多种方法进行计算，得到

相同的计算结果，进一步证实算法的正确性。新算法不仅能计算出总的环数，还能给出每一条边参与的环数。该

算法将时间复杂度从正比于码长 N 的 3 次方降为正比于码长的平方与变量节点平均度数 D 的乘积（D＜＜N）。对

于大多数的 LDPC码，计算环长为 g、g+2、g+4的环数需要的时间仅为数秒。 
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Abstract: Loop distribution of Tanner graph affects the BER performance of low-density parity-check codes(LDPC) de-

coding. To count short cycles in the Tanner graph efficiently, a side by side recursion algorithm based on matrix computa-

tion was proposed. Firstly, 5 basic graph structures were defined to realize recursive calculate in the implementation 

process. Compared with previous works, the algorithm provided many methods for counting the same length of cycles. 

The same result confirmed the correctness of the algorithm. The new algorithm could not only calculate the total number 

of cycles, but also gave the number each edge participating in fixed-length cycles. Its complexity was proportional to the 

product of D and square of N, where D was the average degree of variable nodes, and N denoted the code length. For 

LDPC codes, D was far less than N. For most of the LDPC codes, the calculation for numbers of cycle-length g、g+2、

g+4 was only several seconds. 
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1  引言 

随着数据通信对大数据、高速率的要求越来越

高，LDPC码
[1～5]
引起了研究者的关注。在 5G标准

之争中，LDPC码战胜了 Turbo码及 Polar码，成为

中长码的编码方案。LDPC 码的优势在于可以采用

线性复杂度的置信传播（BP, belief propagation）算

法进行迭代译码，并且译码性能逼近香农限。但是，

在采用 BP 算法译码时，由校验矩阵生成的 Tanner

图中会出现短环，使消息在传递过程中不独立，从

而影响 BP译码的性能
[6]
。在一个 Tanner图中，最

短环的长度（girth），记为 g。一方面，g的大小影

响着 BP译码的性能，g越小，BP译码的性能越差；

另一方面，短环（环长为 g、g+2、g+4的环）的数

目也影响 BP 译码的性能，在码的基本参数及 g 相

同时，短环越多，BP 译码性能越差。因此，计算
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出 Tanner 图中所有短环的数量成为信道编码领域

一个重要的研究方向
[7～14]
，为改善 LDPC码的构造

及译码性能提供了基础工具。 

目前，计算短环的方法可以分为 3 类：1) 计算

所有普通图中短环数，但复杂度较高；2) 计算 Tanner

图中环长较短的环的数目，由于利用了 Tanner图的结

构特性，使计算得到简化；3) 只针对具有准循环结

构
[1]
的 Tanner图，利用准循环的特性进行特殊计算，

在可计算的最大环长方面有一定优势。 

在第 1类方法中，文献[15]提出了一种在普通图

中 找 出 所 有 短 环 的 方 法 ， 时 间 复 杂 度 为

( | | ( 1))O N E C + ，其中，N为节点的数目，| |E 为所

有边的数目，C为环的数目，一般地，C与 N呈指数

增长关系。文献 [16]提出了一种时间复杂度为

(2 ( ))NO poly N 的算法，其中， ( )poly N 为 N的多项

式，可以算出给定环长的环数。文献[17～19]利用Zeons

代数的方法构建邻接矩阵，对于一个长度为 k的环，

通过计算邻接矩阵的 k次幂来计算环数，但其空间复

杂度达到了 2(2 )N
O N 。 

在第 2 类方法中，文献[20]提出了一个计算环

长为 2 (1 6)a a＜ ＜ 的方法，时间复杂度为 1( )a

O N
+ 。

文献[21]提出了一种可计算环长为 g、g+2、g+4的

算法，使时间复杂度降为 3( )O gN ，并被多位研究

者采纳
[7,22]
，成为计算 Tanner图中短环的标准方法。

该方法提出了一种称为“棒棒糖”（Lollipop）的结

构进行递归计算，对于中短码长的码可快速进行

运算。 

在第 3类方法中，文献[22]提出了一种针对准循环

低密度校验码（QC-LDPC, quasi-cyclic low-density 

parity-check code）的最短环长计算方法，并在后续

工作中
[23～25]

将可计算的环长推广至 g+2, g+4,…, 

2g-2。该算法利用了 QC-LDPC码的准循环结构，

通过计算校验矩阵特征值的方法来计算环数。该

方法的时间复杂度为 3( | | )
b

O N E ，其中，
b

E 为

QC-LDPC码子矩阵的边数，N为分块数。文献[26]

针对列重为 3 的规则 QC-LDPC 码提出了一种简

化的穷举法，可计算环长为 g、g+2、g+4的短环

的数目。 

上述 3类方法各有优劣，第 1类方法的优势在

于可以计算各种图（包括 Tanner图）的短环，应用

的范围最广，缺点是复杂度高，只适于计算节点数

目较小的图的短环数目；第 2类方法的优势在于能

计算所有的 Tanner图中的短环且复杂度适中，适用

于信道编码领域；第 3类方法的优势在于利用了准

循环码对应校验矩阵特性，可计算环长更长（g＞4）

的短环的数目，缺点是仅适用于一类 Tanner图。本

文提出一种基于 Tanner 图的矩阵递推环长计算方

法，可计算环长为 g、g+2、g+4的短环数目，并进

一步将复杂度降低至 2( )O DN ，其中，D 为变量节

点的平均度数，对于 LDPC 码，D＜＜N。同时，该

方法能提供每个节点参与的短环的数目，为分析构

造 LDPC码提供有力工具，属于第 2类方法。该方

法在计算过程中会产生多种结构，归纳了 5种基本

结构，在这些基本结构中逐边递推，通过减去非法

结构得到所有结构的分布矩阵，最终得到各长度短

环的数目。 

2  基本定义 

一个 Tanner 图 ( , , )G V C E 由顶点集 V、C 及边

集 E组成，其中，V为变量节点的集合，C为校验

节点的集合，满足V C = ∅∩ ，Y V C= ∪ 。V 中任

何 2个节点不相连，C中任何 2个节点不相连，如

图 1所示。Tanner图可由一个 M × N的矩阵 H唯

一表示，其中，M表示校验节点的数目，N表示变

量节点的数目，H中元素非 0即 1。校验节点用 H

中的行来表示，变量节点用 H中的列来表示。H中

元素
,

1
i j
h = 当且仅当

j
v 与

i
c 相连。如图 1 所示，

1 2 3
, ,c c c C∈ ，

1 2 3 4 5 6
, , , , ,v v v v v v V∈ ，该 Tanner图可

以用式(1)中的校验矩阵来表示。一个长度为 k的“游

走”定义为一系列相连的点及边所组成的图，记作

1 2 3 1k k+…α α α α α ，其中，
1 2 3 1
, , , ,

k
Y+ ∈…α α α α 且

1
{ , }

i i
Eα α + ∈ ， [1, ]i k∈ 。一条长度为 k的“路径”定

义为如下所示的一个无重复点且无重复边的游走。一

个环定义为一个“游走”：
1 2 3 1k k+…α α α α α ，满足

1 2 3 k
…α α α α 及

1k k+α α 均为路径，且
1 1k
α α += 。 

 

图 1  Tanner图表示 
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1 1 1 0 0 0

1 0 0 0 1 1

0 1 1 1 0 0

┌ ┐
│ │= │ │
│ │└ ┘

H  (1) 

2.1  基本运算 

1) 〇：阿达马乘积，即 2个同维矩阵相应位置

元素的乘积，具体计算为 

 =C A B〇  

其中，
ij
a 为A中第 i行 j列的元素，bij为B中第 i行

第 j列的元素， ij
c 为C中的第 i行 j列元素，

ij ij ij
c a b= 。 

2) sum( ,1)A ：对 A的每列求和得到行向量。

sum( ,2)A ：对 A的每行求和得到列向量。 

3) :′R ：矩阵 R的转置。 

4) Ι ：单位阵。 

5) ( , )ones r c ：生成一个 r行、c列的全为 1的

矩阵。 

6) _diag

,
( )

,

           ╭
= { -    ╰

A A
D A

A A Ι A〇

不是方阵

是方阵
 

7) 
,

( )
,

i
i

i

    ╭
= { ′    ╰

H
H

H

为奇数

为偶数
 

8) max( , ),
ij

d= =D A B 满足 max( ,
ij
a )

ij
b ，其中， 

dij为D中第 i行第 j列的元素。 

2.2  5 种基本结构 

每种结构都用一个矩阵存储，该矩阵称为结构

数分布矩阵。矩阵中元素 ( , )i j 表示以
i
v（或

i
c ）为

起点（对应矩阵的行），以
j

v （或
j

c ）为终点（对

应矩阵的列）的结构的数目。为便于表示，本文仅

给出以变量节点
i
v 为起点的结构数分布矩阵，以校

验节点
i
c 为起点的结构数分布矩阵可同理得到，只

需将对应位置的 v与 c相互替换、N与M相互替换、

H及其置换相互替换即可。 

下面给出 5种基本结构分布矩阵的定义。 

1) 
_

( )
v
lP ：一个矩阵，如图 2所示，其中，

i
v 为

起点，
j
r 为终点，l为路径长度， 

,

,

j

j

j

l

l

v

r

c

    ╭│= {     │╰

为偶数

为奇数
。 

 

图 2  
_

( )
v
lP (l=3)示意 

2) 
_

( , )
v
l qC ：一个矩阵，如图 3所示，其中，

i
v 按顺时针方向到 cj（或 vj）的路径长度为 l，

i
v 按

逆时针方向到 cj（或 vj）的路径长度为 q。 

 

图 3  
_

( , )
v
l qC (l=3, q=5)示意 

3) 
_

( , )
v
l qL ：一个矩阵，如图 4所示，其中，

q表示子环的长度， l表示
j

v 到子环的距离。 

 

图 4  
_

( , )
v
l qL (l=1, q=6)示意 

4) 
_

( , )
v
l qT ：一个矩阵，如图 5 所示， q表示

子环长度， l表示
j

v 到子环的距离。 

 

图 5  
_

( , )
v
l qT (l=2, q=6)示意 

5) 
_

( )
v
lW ：一个矩阵，如图 6 所示，l 表示 vi

到
j

c （或
j

v ）的距离。 

 

图 6  
_

( )
v
lW (l=3)示意 

同理可得
_

( )
c
lP 、

_

( , )
c
l qC 、

_

( , )
c
l qL 、

_

( , )
c
l qT

和
_

( )
c
lW ，分别对应以校验节点为起点的结构数分

布矩阵。 

3  短环分布递推算法 

在进行结构间递推的过程中，需要利用已有结

构的结构数分布矩阵A推出新结构的结构数分布矩

阵 B，这里已有结构表示为 ( , )Y E
A A

，Y
A
表示该结

构的节点集合，E
A
是该结构的边集合；新的结构用

( , )Y E
B B

来表示，Y
B
表示该结构的节点集合，E

B
是

该结构的边集合。本节采用逐边递推的方式，该方

式对应以下 2种矩阵运算。 
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1) 普通乘法：A与校验矩阵H（或 ′H ）的乘积

C，C 对应在已有结构的基础上延伸出一条边

( )e
C
到达一个节点 ( )y

C
的结构。符合要求的合

理新结构 ( , )Y E
B B

需满足 e E∈
C B

、 e E∉
C A

且

y Y∈
C B

、 y Y∉
C A

，即延伸出的边及节点与原有结

构不重合。不满足此条件的结构称为非法结构，应

该从 C中剔除。 

2) 〇：2 个同维矩阵 X、Z 的元素级乘法，得

到的新矩阵对应的结构表示同时具备原有 2个结构

（X和 Z）的特征。 

初始化： 

_

(1)
v

′=P H  

_

(1)
c

=P H  

_ _diag(2) ( )
v

′=P D H H  

_ _diag(2) ( )
c

′=P D HH  

sum( ,2)
c
=D H ：表示校验节点的度数分布 

(sum( ,1))
v

′=D H ：表示变量节点的度数分布 

首先，通过计算 ( )
_ v

lP 计算 g。伪代码如下。 

while(
_

( )
v
lP 不存在大于 1的元素) do 

( ) ( )( )
( )

_diag _

_

_

,
1

,

v

v

v

i i
i

i i

╭    │+ = {
′               │╰

D P H
P

P H

为奇数

为偶数
 

1i i= +  

end while 

由此得到
2

g
i= ，至此，

_

(1)
v

P , _ (2)vP ,…, 

_

2
v

g╭ ╮
│ │
╰ ╯

P 均计算完毕，同理可计算
_

(1)
c

P , _ (2)cP ,…, 

_

2
c

g╭ ╮
│ │
╰ ╯

P 。对于一个固定的节点对( ,i jv r )，
i
v 到

j
r 的

长度为
2

g
的路径数决定了经过该节点对环长为g的

环数。由此可得 

 
_

_ _

2
,

2 2 2 2

v

v v

g

g g g

╭ ╮╭ ╮ -│ ││ │
╭ ╮ ╭ ╮ ╰ ╯╰ ╯=│ │ │ │
╰ ╯ ╰ ╯

P 1

C P 〇  (2) 

 
_

_ _

sum sum , ,1 , 2
2 2

,
2 2

2

v

g v

g g

g g
N

g

╭ ╮╭ ╮╭ ╮
│ ││ ││ │

╰ ╯╭ ╮ ╰ ╯╰ ╯=│ │
╰ ╯

C

 (3)

 

其中，
_ _

( , )a b vN a b+ 表示以变量节点为起点，环长为

a+b的环数。 

下面给出
_

( ), 1 2v l l g   -W ≤ ≤ ，此时不存在非

法结构，故有 

( )( )
( )( )( )

_

_

_diag _

( ) ( ,1) ,

( )

( ) ( ,1) ,

v c

v

v v

l ones N l

l

l ones N l

╭ ′ -   
││= {

′│ -  
│╰

P D 1

W

D P D 1

〇

〇

为奇数

为偶数

 

  (4)

 
当 1l g= - 时，有 

( ) ( ) ( )( )( )_ _

1 1 ,1
v v c
g g ones N ′ ′- = - - -W P D 1 H〇  

  (5) 

对于 ( 6)l g g= = ，存在如图 7 所示的非法结

构。 

 

图 7  
_

( )
v
lW 非法结构 

 _ _diag _

_ _

( ) ( ( ) ( ( ,1)( ))

( (1, 1) (2, 2)))

v v v

c v

g g ones N

g g

′= - -
′ - - -

W D P D 1

H C C

〇

 
(6)

 

下面给出
_

2
v

g
i

╭ ╮+│ │
╰ ╯

P 的计算，其中，1
2

g
i ≤ ≤ ，

非法结构为
_

2
2

v

g
i

╭ ╮+ -│ │
╰ ╯

W 。 

减去非法结构的数目，得 

_diag _ _

_

_ _

1 2 ,
2 2

1
2

2
1 2 ,

2 2

1
2

v v

v

v v

g g
i i

g
i

g
i

g g
i i

g
i

╭ ╭ ╮╭ ╮ ╭ ╮+ - - + -│ │ ││ │ │ │
╰ ╯ ╰ ╯╰ ╯│

│
+ -││╭ ╮+ = {│ │

╰ ╯ ╭ ╮ ╭ ╮│ ′+ - - + -  │ │ │ ││ ╰ ╯ ╰ ╯
│
│ + -│╰

D P H W

P

P H W

若 为奇数

若 为偶数

  (7) 

下面计算
_

,
2 2

v

g g
i i

╭ ╮- +│ │
╰ ╯

C ，其中，1 1
2

g
i -≤ ≤ ，

此时无非法结构，故有
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_ _diag _ _,
2 2 2 2

v v v

g g g g
i i i i

╭ ╮╭ ╮ ╭ ╮ ╭ ╮- + = - +│ ││ │ │ │ │ │
╰ ╯ ╰ ╯ ╰ ╯╰ ╯

C D P P〇  

  (8) 

_

_ _

sum sum , ,1 ,2
2 2

,
2 2

v

g v

g g
i i

g g
N i i

g

╭ ╮╭ ╮╭ ╮- +│ ││ ││ │
╰ ╯╭ ╮ ╰ ╯╰ ╯- + =│ │

╰ ╯

C

  (9) 

下面计算 ( )
_

1,
v

gL ，非法结构为
_

1, 1
2 2

v

g g╭ ╮- +│ │
╰ ╯

C 。 

( )_ _diag _ _1, , 1, 1
2 2 2 2 2

v v v

g g g g g
g

╭ ╮╭ ╮ ╭ ╮ ╭ ╮= - - +│ ││ │ │ │ │ │
╰ ╯ ╰ ╯ ╰ ╯╰ ╯

L D C H C

  (10) 

下面计算
_

1, 1
2 2

v

g g╭ ╮+ +│ │
╰ ╯

C ，此时存在 2种非法

结构： ( )
_

1,
v

gL 及其转置。 

_ _

_

1 1
2 2

1, 1
2 2 2

v v

v

g g

g g

╭ ╮╭ ╮ ╭ ╮+ + -│ │ │ ││ │
╭ ╮ ╰ ╯ ╰ ╯╰ ╯+ + = -│ │
╰ ╯

P P 1

C

〇

 ( ) ( )
_ _

1, 1,
v v

g g ′-L L  (11) 

_

_ 2_

sum sum 1, 1 ,1 ,2
2 2

1, 1
2 2

2

v

g v

g g

g g
N

g+

╭ ╮╭ ╮╭ ╮+ +│ ││ ││ │
╰ ╯╭ ╮ ╰ ╯╰ ╯+ + =│ │

╰ ╯

C

  (12) 

下面计算 ( )
_

1,
v

gT 及 ( )
_

1, 2
v

g +T ，此时非法结构

对应的矩阵分别为 ( )
_

1, 1
v

g -C 与 ( )
_

1, 1
v

g +C ，故有 

( ) ( ) ( )_ _ _c
1, 1 ,1 sum , ,2

2 2
v v

g g
g ones N

╭ ╮′╭ ╮╭ ╮│ │= -│ ││ ││ │╰ ╯╰ ╯
╰ ╯

T P C〇          

( )
_

1, 1
v

g -C   (13) 

( ) ( )
_ _

1, 2 ,1 sum 1, 1 ,2
2 2

v c

g g
g ones N

╭ ╮′╭ ╮╭ ╮│ │′+ = + + -│ ││ ││ │╰ ╯╰ ╯
╰ ╯

T H C〇

 ( )
_

1, 1
v

g +C  (14) 

下面计算 ( )
_

1
v
g +W ，此时的非法结构如图8所示。 

 

图 8  计算
_

( 1)
v
g +W 时的非法结构 

( ) ( ) ( )( )( )_ _

1 1 ,1
v v c
g g ones N ′ ′+ = + - - -W P D 1 H〇  

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

_ _ _

( ( 1, 1 2, 2 ) 1, 1

(max , 1, ))

v v v

v

g g g

ones M

′ ′ - - - - -

-

H H C C C

D 2 0

〇

〇

 

( ) ( )( )( ),1 max ,
c

ones N ′ ′- -D 2 0 H   (15) 

下面计算
_

, 2 , 2
2 2 2

v

g g g
i i i

╭ ╮- + +    0 -│ │
╰ ╯

C ≤ ≤ ，

存在如图 9所示的 2种非法结构。 

 

图 9  计算 ( )_

, 2 , 2
2 2 2

v

g g g
i i i- + +    0 -C ≤ ≤ 时的非法结构 

为便于计算，现引入中间变量
_ v

J ，有 

 

_ _ _

_

_ _

_

_ _

2
2 2

1, 1 1
2 2 2

2 , 2, 2
2 2 2 2

1, 1 1
2 2 2

2 , 2, 2
2 2 2 2

v v v

v

v v

c

c c

g g

g g g

g g g g

g g g

g g g g

╭ ╮ ╭ ╮= + -│ │ │ │
╰ ╯ ╰ ╯

╭ ╭ ╮ ╭ ╮- + - -│ │ │ │ │
╰ ╯ ╰ ╯╰

╮╭ ╮ ╭ ╮- - + -││ │ │ │
╰ ╯ ╰ ╯╯

╭ ╭ ╮ ╭ ╮′- + + -│ │ │ │ │
╰ ╯ ╰ ╯╰

′╮╭ ╮ ╭ ╮- - + ││ │ │ │
╰ ╯ ╰ ╯╯

J P P

C H

C C

C H

C C

〇

 

(16)

 

 ( )_ _diag _, 2
2 2

v v

g g╭ ╮+ =│ │
╰ ╯

C D J  (17) 

对于 2
2

g
i1 -≤ ≤ ，有 
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_diag _ _ _

_ _ _

_

_

2 1, 1 1
2 2 2 2 2

2, 2 , 2 1, 1 1
2 2 2 2 2 2 2

2, 2
2 2

, 2
2 2

v v v

v v v

v

v

g g g g g
i i i i i

g g g g g g g
i i i i i i i

g g
i

g g
i i

╭ ╭╭ ╮ ╭ ╮ ╭ ╮ ╭ ╮+ + - - - - + + - - -│ ││ │ │ │ │ │ │ │
╰ ╯ ╰ ╯ ╰ ╯ ╰ ╯╰ ╰

╮ ╭╭ ╮ ╭ ╮ ╭ ╮ ╭ ╮- - + + - - + + - - - + + - - -│ ││ │ │ │ │ │ │ │
╰ ╯ ╰ ╯ ╰ ╯ ╰ ╯╯ ╰

- - + +
╭ ╮- + + =│ │
╰ ╯

D P P C H

C C C H

C

C

〇

_

_diag _ _ _

_ _ _

, 2 ,
2 2 2

2 1, 1 1
2 2 2 2 2

2, 2 , 2 1, 1
2 2 2 2 2 2 2

v

v v v

v v c

g g g
i i i i

g g g g g
i i i i i

g g g g g g g
i i i i i i i

╮′╮╭ ╮ ╭ ╮ │- - + + -││ │ │ │ │╰ ╯ ╰ ╯╯ ╯

╭ ╭╭ ╮ ╭ ╮ ╭ ╮ ╭ ╮+ + - - - - + + - - -│ ││ │ │ │ │ │ │ │
╰ ╯ ╰ ╯ ╰ ╯ ╰ ╯╰ ╰

╮╭ ╮ ╭ ╮ ╭ ╮ ╭- - + + - - + + - - - + + -││ │ │ │ │ │ │
╰ ╯ ╰ ╯ ╰ ╯ ╰╯

C

D P P C H

C C C H

〇

若 为偶数

_ _2, 2 , 2 ,
2 2 2 2 2

c c

g g g g g
i i i i i

╭
│
│
│
│
│
│
│
│
││
{
│
│
│
│ ╭ ╮-│ │ │

╯╰│
│ ╮′╭ ╮╭ ╮ ╭ ╮│ │- - + + - - + + -│ ││ │ │ ││ │╰ ╯ ╰ ╯╰ ╯│ ╯╰

C C 若 为奇数

 (18) 

 ( ) ( )( )_ _diag _2, 1,
v c

g g′=T D H T  (19) 

下面计算 ( )
_

3,
v

gT ，此时的非法结构如图 10

所示。 

 

图 10  计算
_

(3, )
v

gT 时的非法结构 

_ _ _

_

_

_

(3, ) (2, ) (1, )

(( ) (1, ))
2

,
2

max , max
2 2

v c v

v v

v

v

g g g

g
ones M

g

g

′= -

╭ ╮- - │ │
╰ ╯

╭ ╮╭ ╮ -│ ││ │
╭ ╮╭ ╮ ╰ ╯╰ ╯-│ ││ │

╰ ╯╰ ╯

T H T T

D 1 P

P 2 0

P 1 0

〇

〇

〇

  (20) 

下面计算
_

(2, )
v

gL ，此时的非法结构如图 11

所示。 

 

图 11  计算
_

(2, )
v

gL 时的非法结构 

( )( )

( )( )

_

_ _

_diag _

_

(2, )

(1, ) 1 ,
2 2 2

( ,1)max , ,
2

(1, ) 1
2

, ( ,1)max , ,
2 2 2

v

v v

c

v

v v

g

g g g
g

g
ones N

g
g

g g g
ones N

╭ ╭ ╮ ╭ ╮+ -│ │ │ ││
╰ ╯ ╰ ╯│

│ ′ -    │
│= { ╭ ╭ ╮│ + -│ │ │
│ ╰ ╯╰
│

╮╭ ╮│ ′ -  ││ ││ ╰ ╯ ╯╰

L

L H C

D 2 0

D L H

C D 2 0

〇

〇

若 为奇数

若 为偶数

 

  (21) 

下面计算
_

(1, 2)
v

g +L ，此时非法结构对应的矩

阵为
_

, 2
2 2

v

g g╭ ╮+│ │
╰ ╯

C ，故有 

( )
_ _ _

1, 2 1, 1 1 , 2
2 2 2 2 2

v v v

g g g g g
g

╭ ╮ ╭ ╮ ╭ ╮+ = + + + - +│ │ │ │ │ │
╰ ╯ ╰ ╯ ╰ ╯

L C H C  

  

 

(22) 

下面计算
_

( 1)
v
g +P ，此时非法结构对应的矩阵

分别为
_

( 1)
v
g -W 与

_

(1, )
v

gT ，故有 

_ _ _ _

( 1)= ( ) ( 1) 2 (1, )
v v v v
g g g g′+ - - -P P H W T  (23) 
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下面计算
_

( 2)
v
g +P ，此时非法结构对应的矩

阵分别为
_

( )
v
gW 与

_

(2, )
v

gT ，故有 

_ _diag _ _ _( 2)= ( ( 1) ( ) 2 (2, ))
v v v v
g g g g+ + - -P D P H W T  (24) 

下面计算
_

( 3)
v
g +P ，此时非法结构对应的矩阵

分别为
_

( +1)
v
gW 、

_

(3, )
v

gT 与
_

(1, +2)
v

gT ，故有 

_ _ _

( 3)= ( +2) ( +1)
v v v
g g g′+ - -P P H W

 
_ _

2 (3, ) 2 (1, +2)
v v

g g-T T  (25) 

下面计算
_

2, 2
2 2

v

g g╭ ╮+ +│ │
╰ ╯

C ，此时存在包括

图 12 所示结构在内的 5 种非法结构，其他 4 种为

_

(2, )
v

gL 、
_

(1, +2)
v

gL 、
_

(2, )
c

gL 、
_

(1, +2)
c

gL 。 

 

图 12  计算
_

2, 2
2 2

v

g g╭ ╮+ +│ │
╰ ╯

C 时的非法结构 

最终表达式为 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

_

_ _

_ _ 1 _ _

_ _

_ _ 2 _ _

2, 2
2 2

2 2
2 2

2, 1, 2 2, 1, 2
2 2

2 2
2 2

2, 1, 2 2, 1, 2
2 2

v

v v

v v c c

v v

v v v v

g g

g g

g
g g g g

g g

g
g g g g

╭ ╮+ + =│ │
╰ ╯

╭ ╭ ╮╭ ╮ ╭ ╮+ + -│ │ │ │ ││ │
╰ ╯ ╰ ╯╰ ╯ ′ ′│ - - + - - - + ,   

│
{

╭ ╮╭ ╮ ╭ ╮│ + + -│ │ │ ││ ││ ╰ ╯ ╰ ╯╰ ╯ ′ ′- - + - - - + ,   │
╰

C

P P 1

L L F L L

P P 1

L L F L L

〇

〇

若 为奇数

若 为偶数

 (26)

 

其中， 

( )1 _ _

_ _

1, 1, 1
2 2

2, 2 2 ,
2 2 2 2

v c

c c

g g
g

g g g g

╭ ′╭ ╮′ │′ ′= - - + -│ │
│ ╰ ╯
╰

╮′ ′╭ ╮ ╭ ╮ │- + -│ │ │ │
│╰ ╯ ╰ ╯
╯

F L H H C

C C

 

(27)

 

( )2 _ _
1, 1, 1

2 2
v v

g g
g

╭ ′╭ ╮′ │′ ′= - - + -│ │
│ ╰ ╯
╰

F L H H C

 
_ _

2, 2 2 ,
2 2 2 2

v v

g g g g
╮′ ′╭ ╮ ╭ ╮ │- + -│ │ │ │
│╰ ╯ ╰ ╯
╯

C C  (28) 

 ( ) ( )
_ _

1, 1 1
v v

g g ′+ = +C P H〇  (29) 

( )
( )( )( )_

_ 2_

sum sum 1, 1 ,1 ,2
1, 1

2

v

g v

g
N g

g
+

+
+ =

+

C

 (30) 

 ( ) ( )
_ _

1, 3 3
v v

g g ′+ = +C P H〇  (31) 

( )
( )( )( )_

_ 4_

sum sum 1, 3 ,1 ,2
1, 3

4

v

g v

g
N g

g
+

+
+ =

+

C

(32) 

下面计算 _ (2, 2)
v

g +C ，此时存在如图 13所示

的 2种非法结构。 

 

图 13  计算
_

(2, 2)
v

g +C 时的非法结构 

  (33) 

( )
( )( )( )_

_ 4_

sum sum 2, 2 ,1 ,2
2, 2

4

v

g v

g
N g

g
+

+
+ =

+

C

 (34) 

4  复杂度分析及算例计算 

4.1  复杂度分析 

4.1.1  时间复杂度 

时间复杂度来自于矩阵的运算，本文算法涉及

2种主要矩阵运算。 

1) 普通矩阵乘法：是一个矩阵与一个稀疏校验

矩阵（H或其转置）的乘法。稀疏校验矩阵中的元

素非 0 即 1，所以在实际计算中只表现为取某些行
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（或列）求和的计算，故普通矩阵乘法的时间复杂

度为 2( )O DN ，其中，D 为变量节点的平均度数，

且 D＜＜N。 

2) 〇：该运算为矩阵元素级的整数乘法运算，

复杂度为 2( )O N 。 

故本文算法的时间复杂度为 2( )O N ，而文

献[21]的方法只提供了 Lollipop 与路径这 2 种结

构，结构间无法实现逐边递推，其中的普通矩阵

乘法包含了 2个非稀疏矩阵的乘积，故复杂度为
3( )O gN

[21]
。 

4.1.2  空间复杂度 

空间复杂度来自于矩阵的存储，本文所用到

矩阵变量的数目为一固定值，故空间复杂度为
2( )O N 。在算法实际运行过程中，若环长计算只

采用本文提供的一种计算方法，运算过程中及时

释放中间变量，则消耗的最大内存为 12NM+ 

3 2
N +4 2

M ，而文献[21]的方法消耗的最大内存

为 21 NM +11 2
N +11 2

M
[21]

 。通过对比可以看

出，本文方法比文献[21]的方法节约了至少一半

的运行空间。 

4.2  计算示例 

本节对由 Gallager方法、有限几何、准循环
[28]
、

PEG算法构造的不同类型的LDPC进行计算。其中，

Gallager 方法构造的码字为规则码，校验节点及变

量节点度数分别为 6 和 3；PG813_1057 码、

PG191_273 码、EG1023 码的校验节点度数均等于

各自的变量节点度数，分别为 33、17、32；PEGir252_ 

504 码的变量节点度数最高为 11；2256_4512 码为

IEEE 802.16e中所采用的码。同时，为了便于表示，

给出了一个(14,8)扩展汉明码作为示例。 

(14,8)扩展汉明码的校验矩阵为 

1

1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0

0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1

1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0

0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1

┌ ┐
│ │
│ │
│ │
│ │= │ │
│ │
│ │
│ │
│ ││ │└ ┘

H  

  (35) 

运行本文算法，得到最短环长 g=6。对于 g=6

的环，给出了 3种计算方法，分别计算得到 3种结

构分布矩阵。 

_

1 0 0 0 1 0 0

0 0 0 2 0 2 0

0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 0 2 0 2

2 0 0 0 0 2 0

0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 1 0 0 0
(1,5)

0 2 0 0 0 0 2

2 0 2 0 0 0 0

0 1 0 0 1 0 0

0 2 0 2 0 0 0

0 0 1 0 0 1 0

0 0 2 0 2 0 0

0 0 0 1 0 0 1

v

╭ ╮
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │=
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ ││ │
╰ ╯

C  (36) 

_

0 0 1 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0
(3,3)

0 0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 1 1

1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0 0

v

╭ ╮
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │=
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ ││ │
╰ ╯

C  (37) 

_

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0

0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(2,4)

0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1

1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0

1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0

v
=C

0 1 0 0 0

╭ ╮
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ │
│ ││ │
╰ ╯

 (38) 
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计算可得，环长为 6的环的数目为 

 
( )( )( )_

_ 6_

sum sum 1,5 ,1 ,2
(1,5) =7

6

v

v
N =

C

 (39) 

 
( )( )( )_

_ 6_

sum sum 2,4 ,1 ,2
(2,4) =7

6

v

v
N =

C

 (40) 

 
( )( )( )_

_ 6_

sum sum 3,3 ,1 ,2
(3,3) =7

3

v

v
N =

C

 (41) 

进一步计算可得环长为 8 及环长为 10 的环的

数目分别为 14、28，且多种方法的计算结果一致，

互为验证。 

表 1给出了上述几种 LDPC码的短环数量和计

算时间，对应的最短环长 g为 4或 6。通过对比可

以看到，本文算法和 Lollipop递推算法对各环长的

环数计算结果一致。运行的硬件平台为 Intel i3处理

器，6 GB内存，软件平台为 Matlab。这 2 种算法

的运行时间与码长及变量节点度数呈正相关关系，

与短环的数量无关。Lollipop 递推算法的运行时间

近似于码长的 3次方增长，本文算法的运行时间与

码长平方及变量节点度数的乘积呈近似线性增长

关系。当码长很长(＞10 000)，变量节点度数分布基

本固定的情况下，本文算法呈现出更大的优势。 

5  结束语 

本文提出了一种低复杂度的基于矩阵运算的

短环计数算法，该算法定义了 5种基本图结构，并

在这些结构间进行递推，最终算出环长为 g、g+2、

g+4 的所有短环的数目。与之前算法不同的是，

本文算法可提供更精细的环结构信息，不仅能给

出每个节点参与的环数，还能给出每个节点的每

条边参与的环数。对于给定环长，该算法运用多

种方式进行计算，得到了相同的环数计算结果，

进一步验证了算法的正确性。由于本文中的矩阵

乘法均是与稀疏的校验矩阵的运算，可简化为矩

阵向量的求和，故该算法的时间复杂度从 3( )O N

降低至 2( )O DN 。算例显示，对于常用的码长小于

10 000的LDPC码，计算全部环数的时间不超过 10 s。

在后续工作中，可进一步考虑计算环长大于 g+4的

环数，同时，也可以考虑如何把该方法用于计算陷

阱集
[29,30]
的分布以及如何改进 BP算法译码性能。 
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